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. Uma esfera de raio R rola sem deslizar sobre uma superficie plana. Se (z,y, R) s@o as coordenadas do centro da
esfera, mostre que, em termos dos dngulos de Euler, as condi¢oes de rolamento sem deslizamento sao

i — R(sen ¢ — ¢ sen b cos ¢) = 0; 3§+ R(6 cos ¢ + psenfsen ¢) = 0

Sugestao: dé uma olhada nas expressoes de w; e w, em termos dos angulos de Euler.

Explique (pode ser em palavras, sem fazer contas) por que esse vinculos nao sao holénomos.

. A equagao de movimento de uma particula num referencial girante com velocidade angular constante & é
— = — — — — — —
ma =F — mdy + 2mv X & +mad x (F X &),

a) Se a forca F' é conservativa, mostre que esta equac¢ao de movimento resulta da lagrangiana

va

L:T—V—mF-EL’O/+%(szf’)2+mU~(&xF),

onde 7=7 eV éa energia potencial de F.

b) Obtenha a integral de Jacobi associada a esta lagrangiana no caso em que d, ¢ constante e interprete o
resultado obtido.

. Uma particula é disparada verticalmente da superficie da Terra com velocidade inicial vy, atinge uma altura
méxima e retorna ao solo.

a) Calcule o desvio transverso provocado pela for¢a de Coriolis durante esse movimento, usando as mesmas
aproximagoes que fizemos para analisar o caso da queda livre a partir do repouso. Mostre que a deflexao total
sofrida pela particula até o momento em que ela atinge novamente o chao tem sentido oposto e é quatro vezes
maior do que o desvio produzido quando ela é largada em repouso da mesma altura maxima.

b) Explique em palavras por que a deflexdo durante a descida nesse caso tem o sentido oposto do que a aquela
sofrida no caso da queda a partir do repouso.

. Seja P uma matriz de rotagdo de 180° em torno de um eixo arbitrario.

a) Determine P2 sem célculos, refletindo sobre seu significado.

b) Sendo A= (Z+P)/2 e B=(Z —P)/2, onde Z é a matriz identidade, prove que A* = A e B? = B.

¢) Mostre que as matrizes A e B sdo singulares (i.e., tém det = 0, ou equivalentemente possuem um autovetor
com autovalor zero), e calcule o seu produto.

. Uma particula desliza sobre uma mesa horizontal sem atrito que gira com velocidade angular constante w no
sentido anti-horario.

(a) Explique por que, vista de um referencial inercial, a particula simplesmente segue uma linha reta.

(b) Mostre, no entanto, que no referencial da mesa giratoria as equagoes de movimento da particula sdo
F=w?z + 2wy, §=w’y— wi.

Explique por que, sem efetuar nenhum calculo, pode-se afirmar que a solucao geral deste sistema de equagoes
diferenciais é

x(t) = (A + Bt) coswt + (C + Dt) sen wt,
y(t) = —(A+ Bt)senwt + (C + Dt) cos wt.



6. A expressao abaixo (eq. 4.1.2 do livro) é conhecida como ‘férmula de Rodrigues’, e descreve explicitamente o
operador Rj(a) que representa uma rotagdo de um angulo finito a ao redor do eixo 7:

Ri(a) = cosal + (1 —cosa) it +sena o x 1 (1)

Deduzimos essa expressao em sala com um argumento geométrico. Vimos porém na secao 3.5 que é possivel
expressar formalmente esse mesmo operador como a exponencial de um operador de rotacao infinitesimal, na

=

forma R;(a) = exp [aﬁ -J } ,onde J = (Ja, Jy, J>) € o ‘vetor de matrizes’ formado pelos geradores infinitesimais.

Vamos agora verificar que essas duas expressoes de fato coincidem.

Dado um vetor @ = (v, v2,v3) numa dada base, seja V' a matriz anti-simétrica correspondente (dada pela relagao
(3.4.11b) do livro-texto).

a) Verifique que V' é a matriz do operador ¢ x 1 (ou seja, que Vi = ¢ X w, para qualquer vetor ).
b) Mostre que V2 =@ x (¥ x 1) = 67 — v?1. Cheque entdo que V? = —v2V .

Dica: Vocé pode fazer o cdlculo explicitamente, multiplicando as matrizes, ou entdao abstratamente, utilizando
as propriedades de vv. Note também a semelhanca da expressao para V2 com a definicio do tensor de inércia).

Conclua finalmente que

V2k+1 _ (_,UQ)k ‘/, vk 2 O,

2
V2k‘ — (_,UQ)]C—I V2, Vk Z 1 ( )

¢) Por definigao, exp[V] = Z;’io ‘;—,] Usando a eq. (2) e as séries de Taylor para cos e sen, mostre que

]_ —
exp[V] = 14 S8l Lo coslel p

[0]

d) Observando que o - J é justamente a matriz V' correspondendo ao vetor ¢ = an, e usando as expressoes
obtidas acima para os operadores V e V2, obtenha a eq. (1).

7. Determine os eixos e momentos principais de inércia em relacao ao vértice de um cone homogéneo de altura h e
raio da base R. Sabendo que o centro de massa do cone encontra-se a uma distancia 3h/4 do vértice, obtenha
os eixos e momentos principais de inércia em relagao ao centro de massa.

8. O cubo do exemplo 4.6.1 do livro é posto a girar em torno da aresta que coincide com o eixo z. Determine o
vetor momento angular do cubo e o angulo que ele faz com o vetor velocidade angular.



